
Devoir à la maison de Mathématiques n°1 
Les cinq solides de Platon 

 
 
De la dimension 2 à la dimension 3. 
 
En dimension 2, il est possible de construire un polygone régulier à n côtés pour n’importe quel entier n 
supérieur ou égal à 3. Les seules questions soulevées par les polygones réguliers sont d’ordre pratique : est-il 
possible de construire de tels polygones à la règle non graduée et au compas seulement ? 
De telles constructions sont simples pour le triangle équilatéral, le carré ou l’hexagone, un peu moins pour le 
pentagone. Gauss a démontré que cela est possible uniquement si n est de la forme 

� 

2r × p1 × p2 × ...× ps où r et s 
sont deux entiers naturels et où les 

� 

pi  sont des nombres de Fermat distincts (nombres de la forme 

� 

22
n

+1 ). 
 
En dimension 3, il n’en est pas de même : il n’existe pas nécessairement un polyèdre régulier à n faces, pour 
tout entier naturel n. Le nombre de possibilités est même très réduit, puisqu’il n’existe que cinq polyèdres  
réguliers convexes, appelés solides de Platon : le tétraèdre, l’octaèdre, l’icosaèdre, le cube et le dodécaèdre. 
 
Un peu d’histoire... 
 
C’est un peu à tort que ces solides portent le nom de solides de Platon (428-348 av J-C), dans la mesure où sa 
contribution est très limitée. On connaissait leur existence, le dodécaèdre exclu, bien avant le IVème  siècle 
avant J-C. Déjà Empédocle, désireux de construire un modèle du monde physique tel qu’il était alors compris, 
avait associé ces quatre solides et les quatre éléments, en tenant compte de leurs propriétés respectives : 
Au tétraèdre on associait le feu (le polyèdre le plus pointu), au cube la terre (le plus stable), à l’octaèdre l’eau 
et à l’icosaèdre l’air. 
La découverte du dodécaèdre est plus tardive. Thééthète, un contemporain de Platon, montre qu’il s’agit du 
dernier solide régulier (convexe). Cette découverte embarrassa beaucoup les Anciens... Finalement Platon  
associa au dodécaèdre un 5ème  élément : l’éther qui forme l’âme des êtres animés. 
Aristote, après quelques transformations dont la permutation de l’éther et du feu, en fait les cinq substances 
simples de sa Physique. 
 
  
 
 
 
 

 



I. Patrons de polyèdre réguliers convexes 
Dessiner sur une feuille blanche à la règle et au rapporteur : 

• Deux patrons différents de tétraèdre.  
• Les onze patrons différents d’un cube. 
• Un patron d’octaèdre, un d’icosaèdre et un de dodécaèdre. 

 
II. Preuves de l’existence de seulement cinq polyèdres réguliers convexes 
Les polyèdres réguliers convexe sont des solides vérifiant : 

• Toutes ses faces sont des polygones réguliers superposables. 
• Chaque sommet est relié au même nombre de faces. 
• Pour chaque face, le polyèdre se trouve dans le demi-plan limité par le plan qui contient cette face. 

 
1ère méthode : En raisonnant sur les angles,  

On admet qu’à chaque sommet d‘un polyèdre régulier convexe la somme des angles des différentes faces est strictement 
inférieure à 360° et qu'il y a au moins trois faces par sommet (ceci s’explique par le fait que dans un cas pour replier le 
patron il faut un espace et dans l’autre cas il y aurait un « trou »). 

a) Si les faces sont des triangles équilatéraux, justifier qu’il n’y a que trois solutions possibles. 
b) Si les faces sont des carrés, justifier qu’il n’y a qu’une solution possible. 
c) Si les faces sont des pentagones réguliers, justifier qu’il n’y a qu’une solution possible. 
d) Justifier qu’il ne peut pas avoir des faces à plus de 5 côtés. 
 

2ère méthode : En raisonnant avec la formule d’Euler-Poincaré  
Pour un solide donné, on note : S le nombre de ses sommets, A le nombre de ses arêtes et F le nombre de ses faces 

1) Compléter le tableau suivant : 

 S A F S + F  

Tétraèdre     

Cube     

Octaèdre     

Dodécaèdre     

Icosaèdre     

Que remarquez-vous ? En déduire la relation de Euler-Poincaré  (formule découverte par Descartes en 1619) : S + F = …. 
 

2) Dans un polyèdre régulier, chaque sommet appartient à p  faces  et à chaque sommet arrive le même nombre 

d’arêtes p avec p > 2 . Chaque face est délimitée par le même nombre d’arêtes q avec q > 2 . 
a) Justifier les égalités suivantes : 2A = pS = qF  

b) En utilisant la relation d’Euler-Poincaré, montrer que : 
1
p
+ 1
q
− 1
2
= 1
A

 

c) En déduire que A = 1
1
p
+ 1
q
− 1
2

 

3) Sachant que le nombre A  est un entier strictement positif, en déduire du c) que p > 6 est impossible. De 
même, montrer que q > 6 est impossible. 

4) Compléter le tableau suivant en mettant les valeurs de A , suivant les valeurs de p  et de q  : 

Combien de valeurs possibles de A trouve-t-on ? 

5)  Pour chaque valeur de A , donner les valeurs de F  et S  correspondantes et conclure. 
 

 p = 3   p = 4  p = 5  p = 6  

q = 3      

q = 4      

q = 5      

q = 6      



III. Polyèdres réguliers convexes et duals 
 
1) Gergonne (1771-1859) définit un principe de dualité qui permet d’associer à un polyèdre régulier convexe à S 
sommets et F faces, un polyèdre régulier convexe à F sommets et à S faces.. En utilisant le tableau du II. 1), 
associer à chaque polyèdre régulier son dual : 
 

 
 
2) On considère un cube ABCDA’B’C’D’ dont les centres des faces  A’B’C’D’, ABCD,  ABB’A’, BCC’B’, DCC’D’,ADD’A’ 
sont respecivement I, J, E, F, G et H. Soit IJEFGH le dual du cube ABCDA’B’C’D’. Le représenter sur la figure ci-
jointe en annexe 1. Puis à l’aide de GeoGebra, représenter le cube et le solide IJEFGH. 

  
 3) Quelques résultats concernant IJEFGH : 

a. Quelle est la nature des faces qui constituent le solide IJEFGH ? 

b. Calculer la longueur EF en fonction de a, la longueur de l’arête du cube. En déduire FG, GH et HE. 

c. Montrer que les points E, F, G, H d’une part, I, E, J, G d’autre part sont coplanaires. 

d. Montrer que les points A’, B, C, D’ sont coplanaires. Après avoir déterminer la nature du 
quadrilatère A’BCD’, calculer la longueur EG. 

e. Calculer la mesure en degré de l’angle EFG. En déduire la nature du quadrilatère EFGH. 

f. Soit O le centre du quadrilatère EFGH. Montrer que les droites (EG), (FH), (IJ) sont 
concourantes en O, puis qu’elles sont deux à deux perpendiculaires. 

g. Montrer que le plan (EFG) est le plan médiateur du segment [IJ]  (plan qui passe le milieu de [IJ] 
et qui est perpendiculaire (IJ)). 

h. Exprimer en fonction de a l’aire et le volume du solide IJEFGH. 

 
 
 
 

IV. Construction de polyèdres réguliers convexes 
 
Suivre les instructions sur le site pour construire les cinq solides de Platon, tantôt avec une feuille A4, tantôt avec une 
enveloppe. 
1) Tétraèdre (deux constructions au choix : avec un feuille ou avec une enveloppe) : annexe 2  
2) Cube : annexe 3 
3) Octaèdre (deux constructions au choix : avec un feuille ou avec une enveloppe) et des méthodes pour obtenir des 

triangles équilatéraux : annexe 4 
4) Dodécaèdre (approché) : annexe 5 
5) Icosaèdre : annexe 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Polyèdre régulier convexe Dual 

Tétraèdre  

Octaèdre  

Icosaèdre  



 

Annexe 2  
 Le tétraèdre 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Annexe 3 
Le cube 

 
 
 
 
 

 
  
 
 
 
 
 
 



Annexe 4 
L’octaèdre 

 



 



 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Annexe 5 
Le dodécaèdre approché 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 



Annexe 6 
L’isocaèdre 

 

 


